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1 Aufgabe

Definieren Sie die folgenden Begriffe:

1. [2] Eine Zahl s ∈ R heißt Infimum einer nichtleeren, nach unten beschränkten
Menge M ⊆ R, wenn ...

2. [2] Sei (M,d) ein metrischer Raum und (xk)k∈N eine Folge aus M . Ein Punkt
x ∈M heißt Grenzwert von (xk)k∈N, wenn gilt ...

3. [1] Ein metrischer Raum (M,d) heißt kompakt, wenn gilt ...

4. [1] Eine Funktion F : [a, b]→ R heißt Stammfunktion einer Funktion f : [a, b]→ R,
wenn gilt ...

2 Aufgabe

1. [2] Geben Sie eine Charakterisierung des Infimums s ∈ R einer nach unten be-
schränkten nichtleeren Menge M ⊆ R an.

2. [2] Geben Sie zwei hinreichende Kriterien für die absolute Konvergenz der reellen
Reihe

∑∞
k=0 ak an.

3. [2] Formulieren Sie den kompletten Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung.

3 Aufgabe

Beweisen Sie oder widerlegen Sie durch Angabe eines Gegenbeispiels folgende Aussagen.

1. [2] Durch ‖x‖ := |x1|+ |x2 · x3|, x = (x1, x2, x3), ist eine Norm auf R3 definiert.

2. [2] Sei M := B(0, 1) ∈ Rn die offene n-dimensionale Einheitskugel des Rn bzgl.
der Euklidischen Metrik. Dann existiert für jede Folge (xk)k∈N aus M eine in M
konvergente Teilfolge.
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3. [2] Sei M := B(0, 1) ∈ Rn die offene n-dimensionale Einheitskugel des Rn bzgl.
der Euklidischen Metrik. Für jede stetige Funktion f : B(0, 1)→ R existieren

c1, c2 ∈ R : c1 ≤ f(x) ≤ c2 ∀x ∈ B(0, 1).

4. [2] Sei M := B[0, 1] ∈ Rn die abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel des Rn
bzgl. der Euklidischen Metrik. Dann existieren für jede stetige Funktion f : B(0, 1)→
R Punkte x1, x2 ∈ B[0, 1] mit

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) ∀x ∈ B[0, 1].

4 Aufgabe

1. [2] Bestimmen Sie die Häufungswerte der Folgen (an)n∈N, (bn)n∈N mit an := (−3)n

n! ,
bn := 3 + cos(nπ), n ∈ N.

2. [2] Bestimmen Sie die Konvergenzeigenschaften der Reihe
∑∞

k=0
(−1)k sin(k2)

k2
.

3. [2] Für welche x ∈ R ist die Reihe
∑∞

k=0
(2k+1)xk

(k+1)2k
konvergent?

5 Aufgabe

1. [3] Welche der folgenden Funktionen fk : [−1, 1]→ R sind Riemann-integrierbar?

• f1(x) := sgn(x)

• f2(x) := sin(|x|)
• f3(x) := 1

|x| für 0 < |x| ≤ 1 und f3(0) = 0.

2. [9] Welche der folgenden Funktionen fk : R → R besitzen Stammfunktionen? Be-
rechnen Sie jeweils gegebenenfalls eine Stammfunktion Fk : R→ R:

• f1(x) := sgn(x)

• f2(x) := x · sin(x)

• f3(x) := ex
√

2ex + 1.

3. [2] Berechnen Sie den Inhalt der Fläche, die von f(x) = 1
2x

2−6 und g(x) = 10− 1
2x

2

berandet wird.

6 Aufgabe

Gegeben sei die Funktion f : R2 → R definiert durch f(x, y) := ex(18x2 − y2 − 8y).

1. [3] Begründen Sie, warum f auf R2 2-mal stetig differenzierbar ist. Geben Sie die
Jacobi- und Hessematrix von f an.
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2. [2] Berechnen Sie die Richtungsableitung von f im Punkt (x0, y0) = (0,−4) in
Richtung v = (1

2 ,
1
2).

3. [3] Geben Sie das Taylor-Polynom T f2,(x0,y0) 2. Ordnung von f im Punkt (x0, y0) =

(0,−4) an.

4. [2] Besitzt f auf R globale Extremwerte?

5. [5] Klassifizieren Sie alle Punkte (x, y) ∈ R2, in denen f eine horizontale Tangen-
tialebene besitzt.

7 Aufgabe

1. [3] Wie lautet der Fixpunktsatz von Banach?

Geben Sie eine Methode zur Ermittlung von Näherungen für Fixpunkte an.

2. [4] R sei mit der Betragsmetrik versehen. Untersuchen Sie, welche der folgenden

Funktionen f, g : R≥0 → R Kontraktionen sind: f(x) = x2, g(x) = 1+x2

2(1+x) .

3. [4] Beweisen Sie, dass jede Folge (an)n∈N mit a0 ≥ 0 und an+1 := 1+a2n
2(1+an) gegen

denselben Grenzwert a ∈ R konvergiert und berechnen Sie diesen.

8 Aufgabe

Für (x, y) ∈ R seien f, h : R2 → R definiert durch f(x, y) := x2 + y3, h(x, y) := 4x2 +
9y2 − 36. Betrachte folgendes Optimierungsproblem:
f(x, y) −→ extremum bei (x, y) ∈M :=

{
(x, y) ∈ R2

∣∣h(x, y) ≤ 0
}

.

1. [3] Begründen Sie, warum f auf M globale Extremwerte besitzt.

2. [7] Ermitteln Sie die extremwertverdächtigen Punkte von f auf M . Führen Sie die
Untersuchungen getrennt auf dem Inneren M̊ und dem Rand δM von M durch.

3. [2] Bestimmen Sie die globalen Extremstellen von f auf M und geben Sie die
Extremalwerte an.

9 Aufgabe

Für h > 0 und n ∈ N seien Bn(h) := {x = (x1, ...., xn) ∈ R≥0 |
∑n

k=1 xk ≤ h} und
Vn(h) := fBndx.

1. [3] Begründen Sie, dass Vn(h) für h > 0 und n ∈ N wohldefiniert ist.

2. [3] Berechnen Sie V1, V2, V3 auf elementaren Weg.
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3. [6] Vn(h) genügt der rekursiven Formel Vn+1(h) = h
n+1 · Vn(h), n ∈ N. Geben Sie

eine explizite Darstellung von Vn(h), n ∈ N, an und verifizieren Sie die rekursive
Formel.

Grammatikalisch feminine Formen von Personenbezeichnungen schließen alle Personen gleichermaßen ein. 4


